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ADALÉKOK A TÖBBKOMPONENSŰ RENDSZEREK 
KÉNYSZERÍTETT RAMAN-SZÓRÁSÁNAK ELMÉLETÉHEZ 
PINTÉR FERENC—SERES FERENC—VIZE LÁSZLÓ— 
GÁ1I LÁSZLÓ 
Jelen dolgozatban célul tűztük ki, hogy N. Bloembergen és Y. R. Shen [1] 
kényszerített Raman-szórásra vonatkozó eredményeit, amelyek egykomponensű 
rendszerekre vonatkoznak, általánosítsuk kétkomponensű folyadék elegyekre. 
Az általunk vizsgált probléma a következő. A kényszerített Raman-szórást 
vizsgálva benzol és ciklohexán keverékében megfigyelhetjük, hogy változtatva a 
komponensek koncentráció viszonyát, 80%-os ciklohexán és 20%-os benzol „kriti-
kus" koncentráció viszonynál a spektrumvonalak száma ugrásszerűen megnő [2]< 
Az ettől eltérő koncentráció viszonyoknál csak az egyes molekulákra jellemző alap-
harmonikusok, illetve felharmonikusaik jelennek meg. A vonalakat azonosítva 
adódott, hogy nem mindegyik megengedett kombinációs vonal jelent meg, tehát nem 
mindegyik \—v L +m l v l +m 2 v 2 +in i %+m i v i hullámszámú vonal jelentkezett a 
spektrumban, itt vL a lézer, vl5 v2, v3, v4 a molekulákra jellemző vibrációs vonalak 
hullámszáma és ml3 m2, m3, m 4 =0, ± 1, ± 2 , . . . . 
Elgondolásunk szerint ennek oka az egyes vonalakra vonatkozó erősítési, 
illetve veszteségi tényezők különbözőségében rejlik. 
A kérdés tárgyalása során az elméletben számos egyszerűsítő' feltevést teszünk. 
Ilyen például az egymódusú lézersugárzás, a lézersugárzás homogenitása a kereszt-
metszetben, a lézersugárzás síkhullám jellege és a lézer teljesítmény időbeli állandó-
ságának feltételezése. Ezeken kívül nincsenek figyelembe véve a tranziens effektusok, 
az önfókuszálás, az egyéb nem lineáris jelenségek és végül a molekulák rotációs moz-
gásából származó különböző effektusok. 
A kétkomponensű folyadék elegyek tárgyalására a klasszikus csatolt hullám-
egyenleteket használjuk fel, amelyeket a nemlineáris optikába J. A. Armstrong és 
társai vezettek be [3]. [1] alapján, ha feltételezzük, hogy a közegben csaka Qv vibrá-
ciós hullám, az ÉL lézerhullám és a komponenseknek csak az elsőrendű ÉSj Stokes és 
É
ASj
 anti-Stokes hulláma van jelen, a csatolt hullámegyenlet-rendszer: 
(1) 





V t f ^ - ^ M " , = (4) 
ahol 
£ = J+ESÍ+EÁSL+ESI+EAS2+...+ komplex konjugált) (5) 
és 
a nemlineáris indukált polarizáció; l=S,AS és 7 = 1,2. Az (1) egyenletben szereplő 
r} a csillapítási tényező, amely csak a kvj hullámvektor függvénye, c — a vákumbeli 
fénysebesség, nL,ns, nAS a komplex törésmutató a lézer és a /-edik típusú molekula 
Stokes és anti-Stókes frekvenciájánál. Az (l)-ben szereplő í ^ | a polarizál-
. . V oQvj hj 
hatósági tenzornak a Qv szerinti differenciálhányadosát jelenti az egyensúlyi hely-
zetre vonatkozóan. Felhasználva az energia- és impulzusmegmaradás tételét, vala-
mint az előzőekben tett egyszerűsítéseket a (3) és (4) egyenletekben szereplő nem-
lineáris polarizáció értékére kapjuk, hogy 
PIL = [XASJSJ+XNR\\El\2É*ASj + \XSJ + XNR\\EL\2ESJ + 
+ D f s . ^ l ^ z P - E s , + Dfxs, sj+Xjvr] (7) 
Pasj = \XSjasj + XNR]\Sl\íÉ*Sj + [XASj+XSR]\EL\2SASJ + 
— _ — (8) 
+ Dís, ASj+XNK] I El\'*ESt+LÍASMSJ^+ XNR] \El\*Eas, , 
ahol, ha j=l, 2, akkor i=2,1, valamint XNR az ún. Raman szuszceptibilitás nem 
rezonáns része, amely reális mennyiség és a frekvenciától csak kismértékben függ [3]. 
y n d Q M d Q j o , _ " ' U g J . , , 
X,J —(,u>oj—2ir}coVj - Dj W 
a nemlineáris szuszceptibilitás, illetve Xim~ 
(XijXh)1'2, ahol j= 1,2 és k,l=S, AS. 
A xi,nemlineáris szuszceptibilitás reális része a törésmutatóval, a képzetes része 
az erősítési tényezővel van kapcsolatban. További feladatunk az erősítési tényező meg-
határozása különböző esetekben. 
a) A Stokes és a vibrációs hullámok közötti csatolás figyelembe vétele 
Feltesszük, hogy az anti-Stokes hullám hiányzik a Raman-aktív anyagban levő 
sugárzási térből és a lézer teljesítménye állandó. Ily módon a (3) és (8) egyenletekből 
az alábbi karakterisztikus egyenletek adódnak az energia- és impulzusmegmaradás 
tételének felhasználásával: 
[ f c S x - J 2 * = + | £ J 2 £ S ; + + ( 2 ( ü l - \El\2Z*s>}, 
(10) 
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Vezessük be a . 
/ 1 0 ff] O 
k S j ^ , aSj— 2c*k% z ' > ca ¿C'/Cs^ (11) 
= [k0s'-{kljx+kly)]^- KjZ = [kfr(kljX+kljy)Yl\ AKj = 
jelöléseket, ahol a (ks jX+ks jy)112 tangenciális komponens és az a>Sj frekvencia adot-
tak, Az 1. ábrában a (11) alatti jelöléseket mutatjuk be vektorábrán. 
/ . ábra 
Feltételezve, hogy Xnr szerepe elhanyagolható [1,3], á (10) alatti egyenletek az 
alábbi alakúak lesznek 
(12) 
— tűsíxsjsj ' + 2fesaz(^^2 + ias2) "̂ Sa — 0> 
ahol 
= coSl+covl+ca^ és cos, = coSi+aJvl+a}„}, 
mivel a további komponensektől eltekintettünk. 
A (12) egyenletrendszernek akkor, és csak akkor van nem triviális megoldása, 
ha az együtthatókból alkotott determinánsa zérus, azaz 
. [dKÍ+2k°SiZ{AK1-iaSl)-^rcoll\EL\'xs1]x 
x [ ^ f , + 2 f c 8 t I ( 4 * ? + i f l S l )—^-»1 ,1^1«*? , ] - (13) 
1671 >| | _ | í X 
-4— coSlcaS! I^LI ZsíSiXSiS, = 0. 
A továbbiakban azt az esetet vizsgáljuk, amikor | AKS | kSjz. Fizikailag ez azt 
jelenti, hogy a csatolás a fénytér és a vibrációs hullámok között gyenge. 
b) A Stokes hullámokra vonatkozó erősítési tényező 
Kölcsönhatás nélküli esetben (13)-ból [1] alapján AK^ és AK£2)-ra adódik, 
hogy 




(14) és (9) alapján az erősítési tényezők: 
(0) = 4 ; l a l J ^ E t f d ^ 
gSl M x ^ l A I ' iVl dQ ' 
( 0 ) AnolJ^Etf da^ 
8s* hco%tW>SlZW 2 dQ ' 
ahol 3 2 első és második komponens molekulánkénti differenciális szórási díl aie 
hatáskeresztmetszetét jelölik. 
A (13), (14), (15) összefüggések alapján a rendszer teljes erősítési tényezőjére 
kölcsönhatás esetében adódik, hogy 
_ no)'Sl(o'Sic*\EL\* VN.N, ^ f d f f j da2 
g S * M ^ l V dQ ' dQ- ( J 
A kölcsönhatás miatt az erősítési tényező komponensenként 





7ic2 |£ t |a 
N, 
da2 
h(0s tks, z r 2 dQ 
n
2 daJdQ N: f)'T (12) 
áöii azt ifíütatja, Hogy a kölésöfiháíáSiiák fieín élháfiyáplliáfó ázeréfJé v lö az éiM* 
tési tényezők egymásra gyákórölt hatását téklfitvé'.-
Az erősítési görbék ItózMvétőtegéá ménétét & 2. ábfa fiiütáfjá.-
2. ábra 
Az erősítési tényezők koncentrációtól való függése következtében, amint ez a 2. 
ábrán látható, létezik öfyán kotíöartíáéíó visáöífy? Mgy №, éfeőféiídű Stokes-vonalak 
erősítési tényezői egyenlőek. Ha feltesszük, hogy a két komponensre a veszteségek 
ugyáíiazok,, akkor az elsőrendű Sűokes-vonalak inteitóifása- is egyéhlő lesZ.- Kölcsön-» 
hatás nélküli esetben (ÍTj-ból kapjuk, hógy g^—gs^ amiból st koncentráció vi j 
szonyra 
Ni _ coíAkt, dtrtIdő 
N2 co|2rá%f dőildíí 
(18) 
adódik. 
A (18) egyenletből, ha ismerjük a mölekuíákrá vonatkozó megfelelő paramétere-
ket és az egyik molekula differenciális szórási hatáskeresztmetszetét, a koncentráció 
Viszony mérésével a másik köffipoiíéns différerieiáíiS szórási hatáskeresztmetszetét ki 
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tudjuk számítani. így egy igen egyszerű és gyors módját kapjuk a differenciális szó-
rási hatáskeresztmetszet meghatározásának, az eddig ismert módszerekhez képest [4]. 
A (13) egyenletekből ugyancsak a (18) egyenletekre jutunk, ha az erősítés té-
nyezőkben fellépő korrekciók azonos előjelűek. Ha nem, akkor a koncentráció vi-
szonyra adódik, hogy 
A^ _ c o l ^ a M d a J d n y co'Slco'St ( k^cü^daJdQf NA^ 
N2 (ú%lk°SlZ<avir2{dolldQ)2 w%1 l k^cü^r^daJdQf N2) ' 
c) Stokes és anti-Stokes hullámok közötti csatolás figyelembevétele 
Az előző feltevésekből hagyjuk el az ariti-Stokes hullámok nem létezéséről szólót. 
Ekkor az impulzus megmaradálsát a 
2 h = ksj+k-ASj = ksj+&As,+0<oj-K)> 
az energia megmaradását a 
2 <űl = a>Sj+(oASj = coSj+coASl+(o>Vj-cov) 
egyenletek fejezik ki, ahol i,j= 1, 2 és feltesszük, hogy az anti-Stokes hullám ki-
alakulása kétlépcsős folyamat eredménye [5]. Tegyük fel még, hogy 
Éasj = <?ASj exp [i (kASj f - caAS] t)], 
ahol lcASj az anti-Stokes hullámvektor komplex, az coASJ anti-Stokes frekvencia 
pedig valós mennyiség. A fentiek és az előzőekben tett feltevések miatt a (3) és (4) 
egyenletekből a következő szekuláris egyenletrendszert kapjuk: 
[ k i , - - = + 
+ bíSaSi (2<ÖL — Ést + tz^sj Si (2(Ol — COas^)2É2l] ¿^sa}> (20) 
+ Dísj ̂ Si O.W L—coSi!)25i] (2a)L—CŰSí)2^2] ̂ sa}> 
[kW-^VAs] EÁSí = i j {tXsxasí(2<í>L—O}Si)2É2l]ÉS1 + [/̂ SiASÍ(2<*>L—CŰ^SI)2El] + 
Vezessük be a következő jelöléseket: 
,;o, _ « fl _ « . 
l> c2 ' ' ' 2c2 kfjZ' 
k^^lkf-ik^+k^Y'2; (21) 
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Wsj Z = №Sj-(k*ÁSjX+k*ASjy)Y>* = [/c°;Sj - ( 2 / c ^ - kSjxy - (2kLy - kSjyn>*, 
AkJ(= 2 kLz-kZjZ-kZSjZ = 2kLz -k^jZ-k1SlZ- (kV] - £ , 
AKj = kSjZ-kSjZ, 
ahol L=S, AS; IJ ==1,2 és a (KSJX+KSJY)U2 tangenciális komponens és az ca,y 
frekvencia adottak. A AKj-1 tekintjük ismeretlennek, ami azt mutatja meg, hogy a 
Stokes hullám hullámvektora mennyit változik a nemlineáris csatolás miatt. A JÁT, 
reális része a törésmutatóval, a képzetes része pedig az eró'sítési tényezó'vel van kap-
csolatban. A hullámvektorok geometriai összefüggését a 3. ábra mutatja. 
A (20)-as egyenletrendszer alakja a következő: 
\AKl + 2k>SlZ{AK1-iaSl)-^r < | £ L | 2 x S l ] ( 2 c o L - ^ S i ) 2 £ | ^ S i S l ] £ * S l -
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- £f , - (2a> t- a ^ / É h ^ J ^ = 0, 
- (2Ü)l—coSí)2 É\ Xs, j £|t+ 
[^rCcoL-co^YÉlx^As]^ = 0 , ( 2 2 ) 
- [ i f (2coL-coSl)2£l/SlS!] - (2COl-(oASlYÉlxASlS] É*ASl + ; 
+ [áKZ+2kZtZ(AK2-iaSt)-[^<alt\EL\*Xs]Es,-
- (2a>L - E*as, = 0 , 
É * S l - { 2 w L - ( Ű Á S l f E Í x A S l A s ] E*ÁSí- \ 
- [ ^ ( 2 coL-a>SlYElxsiAs]El+ 
ahol 1,7 = 1 , 2 ¡egymástól függetlenül. Mivel fennáll, hogy 
és a másikra ugyanez, az i,j értékétől függetlenül, elég az utóbbi esettel foglalkozni. 
A (22) egyenletrendszerben szereplő térerősségek együtthatóit jelöljük eljk) -
vei. Hogy az egyenletrendszernek létezzék nem triviális megoldása, az együtthatókból 
képzett 8 X 8-as determinánsnak zérusnak kell lennie, azaz 
eSx 0 • 0 0 0 ~eASiSj — eS,S! ~ eAStSi 
0 tASi 0 0 — eStAS! 0 ~eSiASi ~eASiASi 
0 0 es, 0 ~eS! S, ~eASiSt 0 ~ eAStSz 
0 0 0 ^ASi — eSi ASi ~eAS1ASt ~ eSj AS, 0 
0 -ehs, 
• — eAStSí 0 0 0 
* 
~eSiASi 0 
* — eStASi — eASiASi 0 els, 0 0 
~eS,lSt 0 0 0 * 0 
— ̂ ÜStAS, 
* — eAStASt Q 0 0 0 «5s, 
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Szemléletesebb formába átrendezve az alábbi determinánst kapjuk: 
eSx 0 0 0 0 ~
eS,Sr ~eASiSi 
0 eA!n 0 0 0 -es,ASi ~eAStASi 
0 — e l 0 ~ e S a S i ""^SjS! 0 0 
~ eSi ASX 0 0 ~~eStASi 0 0 
0 0 ~eSiSt ~ eAS1St est 0 0 ~eAStSt 
0 0 ~eSiAS, ~eASiAS, 0 eASi ~~eStASt 0 
— eAS1Sl 0 0 0 ~eAStSt el 0 
— eSiASt ~eAStASí 0 0 — eSs/4S. 0 0 e*Ast 
= 0. 
(23) 




B>L+K0Vi + m(0Vt 
<0L + NAVL B 




Az 1. esetben a (23) determinánst változtatás nélkül kell felhasználni, míg a többi 
esetben a kölcsönhatást leíró vegyes indexű tagok nullával egyenlőek, tehát a (23) 
determinánsból csak a bal felsó' és a jobb alsó 4X 4-es determináns marad meg. Ekkor 
két független egyenletre esik szét a determináns. A (23) determinánst kifejtve, kölcsön-
hatás nélküli esetben kapjuk az alábbi egyenletet. 
(eSreASr ~ eASrSreSrAS^ (eSreAS, ~ eASrSreS,ASr) = 0, (24) 
ahol r= 1,2. 
A 2. és 3. esetben r= 1,2 és az EL gerjesztő' lézersugárzás térerőssége helyett a 
megfelelő ÉS) , ÉASl térerősségekkel kell számolni. A 4. esetben r—\ és az 5. eset-
ben r=2. A 4., illetve 5. esetet, amely az egykomponensű rendszert írja le, Y. R. 
Shen és N. Bloembergen részletesen tárgyalja [1]. A 2., 3. és 3/a esetben az a>u kör-
frekvencián kívül az cűS/, a>ASj körfrekvenciájú hullámok is szóródnak a másik Rá-
mán aktív anyagban. (A 3/a elrendezés lehetővé teszi például az A anyag Raman 
vonalai intenzitásának a tanulmányozását a koncentráció függvényében, ha a B 
oldószer és az A oldott anyag molekulái között nincs kölcsönhatás.) 
Hasonlóan az előző fejezethez, azt az esetet vizsgáljuk, amikor | AKj |<k kS)Z. 
Ekkor 
, „ ( 0 ) . 1 í í v ^ U i , 2 2 n ( o \ S j \ E L \ 2 f A S j \ 
í = + c»fcg„ ~ Á % j t J * 
11 
^IL ¿ * g „ + ™ 
+AkJ-2AkJ[l(as-aÁS) + J ' + "JJ j" 
Először tegyük fel, hogy Akj=0 és nincs diszperzió 
.-.a „ ,.,2 
fe.fe; as = =a) I Lm ¡.m ' uSj uASj "I V KSjZ K'ASjz ' 
Ekkor AKj0)± = ia. A megfigyelés szerint az anti-Stokes hullám exponenciálisan 
erősödik a távolsággal, míg AK/0)=ia esetén az erősödés, kis távolságoknál, csak 
négyzetes. Ezért 4fc;-nek nem szabad pontosan nullának lennie [1]. A AKf>± fizikai 
jelentésének megvilágításához továbbra is tegyük fel, hogy a diszperzió elhanyagol-
ható, de á k j * 0 . Ekkor 
1 TI 2nco% |£,|2yc l1/a 




J c*k? j z 
2nco2Sj\E^xSj 
és 
¿K?>+ = ia+Akj :í[ L' + . . . (27) c KS.z 
2™%J\EL\*XSj AK(p~ = ia+ ? " "'+••• c KS,z ajt 
A második, negatív indexű gyök, majdnem tisztán Stokes jellegű (ld. (14) egyenletet), 
míg az első, majdnem tisztán anti-Stokes jellegű hullámnak felel meg, amely azonban 
mindig csillapított. Kis Akj-nél, közel a lineáris fázisillesztett irányhoz, a csatolás a 
Stokes és anti-Stokes hullám között nagyon erőssé válik. Ebben az esetben pontos 
eredményt a (25) alatti egyenlet szolgáltatja. 
A legáltalánosabb eset vizsgálatához ki kell fejteni a (23) determinánst. Ezt cél-
szerű 4x4-es aldeterminánsonként elvégezni a Laplace-féle kifejtési szabály szerint, 
a bal felső aldeterminánssal kezdve. így 62 db nem nulla aldetermináns-szorzatot 
kapunk, amelyet tovább fejtve és elvégezve a szükséges műveleteket egy rendkívül 
bonyolult egyenlethez jutunk, amelynek alakja: 
j1AK}AKl+hAKÍAK2+j3AK!+jiAK1+hAK2+hAKi+j7AKiAK1+jaAK1AK2 + 
2 
+J8 + 77 (ES< EAS, - eAS, S, ES, AS) (ES, ¿AS, ~ «AS, S, AS) = 0, ^ 
ahol a zárójelben levő kifejezésnél is csak a négyzetes tagokig megyünk el és jrk 
csak a molekulák paramétereitől függnek. 
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A (28) egyenlet megoldását számítógéppel lehet elvégezni. Például, ha a (28) 
egyenletben levő zárójeles kifejezés megoldását ismerjük a kölcsönhatás nélküli 
esetben, akkor ezt a megoldást beírva a kölcsönhatást leíró tagokba (a zárójelen 
kívüli tagokba) a AKj-re egy közelítő megoldást kapunk. 
A kapott megoldással meg lehet adni az ESj , EÁ S j térerősségek közelítő értékét, 
amelyekből a molekulák „alapvonalainak" intenzitása számítható. 
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BEITRÄGE ZUR THEORIE DER ERZWUNGENEN 
RAMAN—STREUUNG ZUSAMMENGESETZTER SYSTEME 
FERENC PINTÉR—FERENC SERES—LÁSZLÓ VIZE—LÁSZLÓ GÁTI 
Bei der Erklärung des erzwungenen Raman-Streuungsspektrums zweiteiliger Flüssigkeits-
gemische aufgrund des Kombinationsprinzips fanden wir, dass ein Teil der vorausgesagten Linien 
fehlt. Die Ursache hierfür ist die Verschiedenheit der auf die einzelnen Linien bezüglichen Vers-
tärkungs- bzw. Verlustfaktoren. Nach Errechnung der Verstärkungsfaktoren der erstrangigen Sto-
kes-Linien haben wir eine Relation bezüglich des eine maximale Linienzahl sichernden Kon-
zentrationsquotienten abgeleitet. Unter Berücksichtigung der Koppelung zwischen den Stokes- und 
Anti-Stokes-Wellen haben wir die zur rechenautomatischen Lösung des Problems in allgemeineren 
Rahmen erforderlichen principiellen Grundlagen erarbeitet. 
К ТЕОРИИ ВЫНУЖДЕННОГО РАССЕЯНИЯ — РАМАНА 
МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ СИСТЕМ 
ФЕРЕНЦ ПИНТЕР—ФЕРЕНЦ ШЕРЕШ—ЛАСЛО ВИЗЕ—ЛАСЛО ГАТИ 
Опираясь на комбинационный принцип, спектр вынужденного рассеяния Рамана мно-
гокомпонентных жидких смесей, мы наблюдали, что отсутствует часть прогнозированных 
линий. Причиной этого является различие факторов усиления и потерь, относящихся к от-
дельным линиям. Высчитывая факторы усиления линии Штокеса первого порядка, мы вывели 
взаимосвязь для пропорции концентрации, обеспечивающей максимальное количество линий. 
Учитывая связь между волнами и антиволнами Штокеса, мы разработали принципиальные 




OLDÓSZERHATÁS VIZSGÁLATA A SCHIFF-BÁZISOK 
AMINCSERÉJÉNÉL, IV. 
N-(2-HIDROXI-l-NAFTILIDEN)ANILIN ÉS n-BUTIL-AMIN 
REAKCIÓJÁNAK AKTIVÁLÁSI PARAMÉTEREI 
ETANOL-BENZOL OLDÓSZERELEGYBEN 
NAGY PÁL és HERZFELD ROZÁLIA 
Korábbi közleményeinkben [1, 2, 3,4] beszámoltunk az aldehidgyűrű o-helyzet-
ben OH-csoportot tartalmazó Schiff-bázisok és alifás primer aminők között oldó-
szérelegyben, 25 °C-on lejátszódó amincsere vizsgálati eredményeiről. Etanol-benzol 
és etanol-ciklohexán elegyben végzett mérésekkel [1, 2, 3] megállapítottuk, hogy apo-
láris oldószerben a reakció sebessége igen kicsi, de az etanolkoncentráció növelésével 
a sebességi állandó gyorsan nő. A vizsgált oldószerelegyek összetétele és a sebességi 
állandó közötti kapcsolat igen jól leírható az alábbi egyenlettel: 
lgfc = x2\gk$+x2\gkt+x1x2(a + by1) (1) 
ahol k*, kl az etanolban és benzolban, illetve ciklohexánban mért sebességi, állán dó; 
xíf x2 az etanol és benzol, illetve ciklohexán móltörtje; y1 az etanol aktivitási koeffi-
ciense az elegyben. Az (1) egyenlet érvényességét úgy értelmeztük, hogy a tapasztalt, 
igen jelentős oldószerhatást hidrogénkötésekkel kialakuló szolvatáció okozza. 
1,2 diklóretán-benzol elegyben vizsgálva az amincserét [4], a sebességi állandó 
változása az elegy relatív permittivitásával hozható kapcsolatba [5]: 
l g k = ] g k 0 + - ^ T - A (2) 
Az eddigi eredményeket, tapasztalatokat vizsgálva megállapítható, hogy az (1) 
egyenlet formailag megfelel a 
Y = X1Y*+X2Y*+X1X2B (3) 
empirikus összefüggésnek,, melyet gyakran használnak az elegyek összetétele és vala-
mely termodinamikai jellemzője (Y) közötti kapcsolat leírására. Az Eyring egyenletet 
[6] figyelembe véve viszont a sebességi állandó logaritmusa az aktiválási szabad-
entalpiával helyettesíthető, s így az (l)-ből nyert összefüggés áz aktiválási szabad-
entalpia és az etanol aktivitási koefficiense közötti kapcsolatot fejezi ki a vizsgált 
oldószerelegyben. Ilyen összefüggést eddig még nem írtak le, márpedig ez fontos új 
adatot jelenthet az oldószerhatás további megismeréséhez. Ezért vizsgáltuk az amin-
csere hőmérsékletfüggését és a kísérleti adatokból meghatároztuk az amincsere 
aktiválási paramétereit, illetve azok függését az oldószerelegy összetételétől. 
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Kísérleti módszer 
A reakciót spektrofotometriás módszerrel követtük, miután az N-(2-hidroxi-l-
naftiliden)anilin és a reakcióban keletkező N-(2-hidroxi-l-naftiliden)butilamin el-
nyelési görbéje jelentősen különbözik [1]. 460nm-nél mértük a reakcióelegy abszorp-
cióját és a keletkező Schiff-bázis mindenkori koncentrációját az 
egyenlettel számoltuk, ahol b0 a kiindulási Schiff-bázis kezdeti koncentrációja, Ek 
a t=0, E a reakcióban és E„ a reakció végén mért fényelnyelés. A méréshez használt 
anyagokat a reakció beindítása előtt a megfelelő hőmérsékleten temperáltuk és a 
fényelnyelést fűthető küvettartóban VSU 2P spektrofotométerrel mértük. 
A n-butil-amint a kiindulási Schiff-bázisnál tízszer nagyobb koncentrációban 
alkalmaztuk, így a reakció gyakorlatilag teljesen lejátszódott. A sebességi állandókat 
.másodrendnek megfelelően számoltuk. 
A Schiff-bázist a komponensek etanolos oldatának összeöntésével állítottuk elő, 
.majd átkristályosítással tisztítottuk. A „Merck" gyártmányú n-butil-amint minden 
beméréshez frissen desztilláltuk. A kereskedelemben kapható abs. etanolt és benzolt 
tovább tisztítottuk és víztelenítettük. 
Kísérleti eredmények 
A különböző összetételű etanol-benzol elegyekben 298,16; 303,16; 308,16; 
313,16 K-en meghatározott sebességi állandókat az 1. táblázatban foglaltuk össze. 
1. táblázat 
N-(2-HIDROXI-1 -NAFTILIDEN) ANILIN ÉS n-BUTIL-AMIN KÖZÖTTI REAKCIÓ 
SEBESSÉGI ÁLLANDÓJA ETANOL-BENZOL OLDÓSZERELEGYEKBEN, 
KÜLÖNBÖZŐ HŐMÉRSÉKLETEN 
^etanol 
k, dm8 m o l _ 1 - s _ 1 
298,16 K 303,16 K 308,16 K 313,16 K 
. 0,000 8,83-10~4 — . 1,22 -ÍO"3 1 ,39-10- ' 
0,038 — 3,15-10"2 3,82-ÍO"2 4,30 -ÍO"2 
0,074 5,50 10"2 6,52-10"2 7,70 • 10"2 (8,22-10 "2) 
0,145 8,48 • 10"2 9,97 • 10-2 1,18-10-* 1 ,37 -10- 1 
0,276 1,25 lO"1 1,52-ÍO"1 1,76-ÍO"1 2 ,11 -10 - 1 
0,395 1,74-10"1 2,09-ÍO"1 2,59 • 10- 1 2,75 • 10 - 1 
0,504 2 ,15-10- 1 2,71 • 10"1 3,22 • 10"1 3,54-10"1 
0,604 2,86 • 10"1 3,37 • 10"1 4,11-ÍO"1 4,69 • 10"1 
0,696 3 ,82-10- 1 4,51 • 10"1 5,29 • 10"1 6,29 • 10- 1 
0,781 4,69 • 10- 1 5.62 • 10"1 (6.91 • 10"1) 7,81 - ÍO"1 
. 0,859 6,36 • í o - 1 7,36 • 10"1 8,83-ÍO"1 1,05 
- .0,932 7,75-10"1 9,25 • 10"1 1,12 1,28 
1,000 9,60 • 10- 1 1,20 1,45 1,68 
A különböző hőmérsékleten meghatározott sebességi állandók ismeretében a 
reakció aktiválási entalpiáját és entrópiáját a legkisebb négyzet módszert alkalmazva 
az alábbi egyenlettel [6]: 
1.6 
illetve 
i k m n o , ah* : 
l g T = l o ' 3 1 9 + 1 0 4 T (6) 19,145 T 
majd a 298,16 K-re vonatkozó aktiválási szabadentalpiát a 
AG+ =t AH*-2S6A6ASÍ (7) 
összefüggéssel számítottuk. Az eredményeket a 2. táblázatban tüntettük fel. A (6) 
egyenlet igen jó érvényességét az 1. ábra szemlélteti. 
2. táblázat 
N-(2-HIDROXI-l-NAFTILIDEN)ANILIN n-BUTIL-AMINNAL 
LEJÁTSZÓDÓ AMINCSERÉJÉNEK AKTIVÁLÁSI PARAMÉTEREI 
ETANOL-BENZOL OLDÓSZERELEGYBEN 
ÊTANOL 
A HÍ . —ASt. - 2 9 8 , 1 6 - A S t AG\ 
kJ-mol" 1 J - m o l - 1 - K _ 1 kJ-mol-1 kJ-mol" 1 
0 , 0 0 0 2 1 , 0 1 '233 6 9 , 4 7 9 0 , 4 8 
0 , 0 3 8 2 1 , 8 9 2 0 2 6 0 , 2 3 8 2 , 1 2 
0 , 0 7 4 2 3 , 1 9 .. J . 9 1 . 5 6 , 9 5 8 0 , 1 4 
0 , 1 4 5 2 2 , 3 6 1 9 0 5 6 , 6 5 7 9 , 0 1 
0 , 2 7 6 2 4 , Í 7 1 8 1 5 3 , 9 7 7 8 , 1 4 
0 , 3 9 5 2 2 , 1 9 1 8 5 5 5 , 1 6 7 7 , 3 5 
0 , 5 0 4 2 3 , 3 4 1 7 9 5 3 , 3 7 7 6 , 7 1 
0 , 6 0 4 2 3 , 4 8 1 7 7 5 2 , 7 7 7 6 , 2 5 
0 , 6 9 6 2 3 , 0 6 1 7 6 5 2 , 4 8 7 5 , 5 4 
0 , 7 8 1 2 3 , 7 2 1 7 2 5 1 , 2 8 7 5 , 0 0 
0 , 8 5 9 2 3 , 5 2 1 7 0 5 0 , 6 9 7 4 , 2 1 
0 , 9 3 2 2 3 , 6 9 1 6 8 5 0 , 0 9 7 3 , 7 8 
1 , 0 0 0 2 6 , 4 5 " 1 5 6 4 6 , 5 1 7 2 , 9 6 
Az aktiválási paraméterek változását az oldószerelegy összetételével a 2. ábra szem-
lélteti. 
A 2. ábráról, illetve a 2. táblázatból megállapítható, hogy az amincsere aktiválási 
entalpiája 22—23 kJ - mol - 1 körüli értékkel csaknem független az oldószerelegy 
összetételétől. Csupán a tiszta benzolban, illetve etanolban meghatározott adatok 
térnek el kissé ettől áz. értéktől. 1 
A reakció aktiválási éntrópiájí jelentős nagyságú,""negatív előjelű és az etanol-
koncentráció növelésével egyértelműen nő, vagyis mind kisebb negatív értéke. A ne-
gatív aktiválási entrópia összhangban van azzal, hogy a reakció bimolekulás. Az 
additíve keletkező átmeneti komplexben ugyanis a kiindulási anyagokhoz képest 
csökken a mozgási lehetőség,,s így csökken a rendszer entrópiája [7]. JS+ függése az 
oldószerelegy összetételétőlázzál mágyafázhátó, hogy áz átmeneti komplex polárisabb, 
mint a kiindulási anyagok, s ez növeli az oldószer rendezettségét, ami további jelentős 
entrópia csökkenést eredményez. A rendezettség viszonylagos növekedése legna-
gyobb arkülönben kevéssé; rendezett apoláris oldószerben és legkisebb a már el'eVé is' 
•4.0 
1 X*" 0,145 
2 Xrt=0i276 
3 W 0,60*1 
4 xtt" 0,859 
5 /«•»I.OOO, 
3.20-1CTS 3.3Q-10-1- ¿ T 
1. ábra. A (6) egyenlet alkalmazása N-(2-hidroxi-l-naftiliden)anilin és n-butil-amin reakciójára, 
különböző összetételű etanol-benzol oldószerelegyekben 
2. ábra. N-(2-hidroxi-l-nafti!iden)anilin és n-butil-amin közötti amincsere aktiválási paramétereinek 
változása az etanol móltörtjének függvényében,' etanol-benzol oldószerelegyben. T= 298,16 K 
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jelentős mértékben rendezett etanolban [8]. így etanol-benzol elegyekben AS* 
annál kisebb negatív érték, minél nagyobb az etanolköncentráció. -••••-.• 
Az aktiválási szabadentalpia az etanol-koncentráció növelésével csökken, ami 
AH* és JS+ értékét figyelembe véve a (7) egyenletből is következik. AG+ csökke-
nését — s így a sebességi állandó növekedését — a Hughes—Ingóid szabály szerint 
[9] az okozza, hogy az átmeneti komplex erősebben szolvatálódik, mint a kiindulási 
anyagok. Ez összhangban van az előzőekkel és megfelel a javasolt reakciómechaniz-
musnak is [10]. A feltételezett geminális diamin átmeneti komplex ugyanis polári-
sabb, mint a kiindulási anyagok, és ezért különösen protonos oldószerekben azok-
nál jobban szolvatálódik. 
A továbbiakban megvizsgáltuk, hogy az (1) egyenlet érvényessége függ-e a 
hőmérséklettől. Ennek eldöntéséhez természetesen ismerni kellene etanol-benzol 
elegyben az etanol aktivitási koefficiensét különböző hőmérsékleten. Ilyen adatokat 
azonban nem találtunk az irodalomban. Vannak viszont mérési eredmények meta-
nol-benzol elegyre [11] és e szerint a metanol aktivitási koefficiense lényegében függet-
len a hőmérséklettől (3. ábra). Miután az etanol-benzol és a metanol-benzol elegy sok 
szempontból hasonló tulajdonságú, feltételeztük, hogy etanol-benzol elegyben az 
etanol aktivitási koefficiense számottevően szintén nem függ a hőmérséklettől. Ezért 
az 1. táblázat adataiból, az (1) egyenletnék megfelelően számított 
lgfc-(*ilg fci+*2lg ^2) ¿lgfc 





• 2 0 °C 
x 3 5 °C. 
* 55 °C 
V 
\ 
0,2 0/i 0.6 0,8 Xrai. 
3. ábra. 
A metanol aktiválási koefficiense különböző hőmérsékleten, metanol-benzol oldószerelegyben [11] 
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értékeket az etanol 25 °C-ra meghatározott aktivitási koefficiensének [12] függvényé-
ben vizsgáltuk'. Az adatok a 
őlgk _ 
—— = a + byt 
* i * s 
(9) 
összefüggés szerint igen jó közelítéssel egyenest határoznak meg (4. ábra) és a külön-
böző hőmérsékletre vonatkozó adatok egy egyenesre esnek. Ennek megfelelően 
8 f t 
4. ábra. A (9) egyenlet alkalmazása N-(2'hidroxi-l-naftiliden)anilin és n-butil-amin reakciójára, 
: etanol-benzol oldószerelegyben. T=313,3 K 
nagyon jó korrelációt .mutatnak a legkisebb négyzet módszerrel számított regressziós 
egyenletek is, illetve ia különböző hőmérsékletre vonatkozó adatokból számított 











= - 2 , 2 9 8 +4,042y1 
=—2,308 + 4,028?! 
n = 10 
r = 0,9991 
« = 1 1 
r = 0,9997 
n= 11 
. r = 0,9996 
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313,16 K ¿lg k 
X1X2 
=-2 ,291+4,001 y i 
Az (1), illetve a (8), (9), valamint a 
n = 11 





egyenletek alapján, az etanol-benzol oldószerelegyben lejátszódó amincsere aktiválási 
szabadentalpiája is korrelációban van az etanol aktivitási koefficiensével. (10)-et 
(8)-ba helyettesítve, a regressziós egyenlet: 
ŐAG* 
1,3-R.TX} Xiy 





és AG+ a tiszta etanolban, AG* a tiszta benzolban, AG+ az elegyben lejátszódó 
reakció aktiválási szabadentalpiája. Ezek értékét a vizsgált hó'mérsékletekre a 2. 
táblázat adataiból a (7)-nek megfelelő' egyenlettel számítottuk ki. A (11) egyenlet a é s b 
állandóját az előzőekhez hasonlóan a legkisebb négyzet módszerrel határoztuk meg és 
az adatokat a 3. táblázat szemlélteti. 
3. táblázat 
A (11) REGRESSZIÓS EGYENLET a, b KONSTANSAI ÉS A KORRELÁCIÓS 
EGYÜTTHATÓ (/•) KÜLÖNBÖZŐ HŐMÉRSÉKLETRE SZÁMÍTVA 
K a b n r 
298,16 -2 ,329 3,989 11 0,9996 
303,16 -2 ,370 • 4;004 11 0,9991 
308,16 -2 ,411 4,014 11 0,9989 
313,16 -2 ,456 4,030 11 0,9989 
Látható, hogy a korreláció igen jó, illetve az á, b állandók jól egyeznek a (9) össze-
függés szerint meghatározott értékekkel. 
A továbbiakban megvizsgáltuk <51gfc és öAG* változását az oldószerelegy 
összetételének függvényében. A (10) egyenlet alapján az nyilvánvaló, hogy ha 5 lg k 
értéke pozitív, akkor SAG* negatív előjelű és AG.+ kisebb, mint ami az additivitásból 
adódnék. Sajátosan változnak azonban e mennyiségek az etanol móltörtjének függ-
vényében, amint ezt az 5. ábra szemlélteti. Látható, hogy az additivitástól való el-
térés maximum, illetve minimum görbe mentén változik és a szélsőértékek ^ = 0 , 1 
körül vannak. E tapasztalat az etanolmolekulák asszociációjának változásával hoz-
ható kapcsolatba. Ismeretes ugyanis, hogy etanolhoz benzolt (általában alkoholhoz 
apoláris oldószert) adva, csökken az etanolmolekulák asszociációja, s így nő a „sza-
21. 
bad" alkoholmolekulák viszonylagos koncentrációja. Ez viszont a vizsgált folyamat-
ban növeli a Schiff-bázis és az oldószer közötti hidrogénkötés kialakulásának lehető-
ségét, s ennek eredményeként az amincsere sebessége nagyobb lesz, mint ami az 
etanolkoncentráció nagyságából az additivitás szerint következne. Megjegyzendő', 
hogy etanol-benzol elegyben az etanol parciális gőznyomásának eltérése az ideá-
listól, szintén az 5. ábrának megfelelően változik, ami összhangban van a fentiek-





0.2 Q,h 0,6 0.8 x, 
5. ábra. 5 lg k és — SÁG* változása az etanol móltörtjének függvényében N-(2-hidroxi-l-naftiliden)-
anilin és n-butil-amin reakciójánál, etanol-benzol oldószerelegyben. T= 298,16 K 
összefoglalás 
N-(2-hidroxi-l-naftiliden)anilin és n-butil-amin reakcióját vizsgáltuk etanol-
benzol oldószerelegyben, különböző hőmérsékleten. Kiszámítottuk az aktiválási 
paramétereket és értelmeztük az oldószer összetételétől függő változásukat. Kap-
csolatot állapítottunk meg a reakció aktiválási szabadentalpiája és az oldószer-
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UNTERSUCHUNG DER LÖSUNGSMITTELWIRKUNG BEIM 
AMINAUSTAUSCH DER SCHIFF-BASEN, IV. 
DIE AKTIVIERUNGSPARAMETER DER REAKTION VON 
N-(2-HYDROXY-l-NAPHTHYLIDEN)ANILIN UND n-BUTYL-AMIN 
IN AETHANOL-BENZOL-LÖSUNGSMITTELGEMISCHEN 
PÄL NAGY U N D ROZÄLIA HERZFELD 
Es wurden die Reaktion vonN-(2-Hydroxy-l-Naphthyliden)anilin und n-Butyl-aminim Aetha-
nol-Benzol-Lösungsmittelgemisch bei verschiedenen Temperaturen untersucht, die Aktivierungs-
parameter errechnet und deren von der Lösungsmittelzusammensetzung abhängige Veränderung 
bewertet. Dabei ergab sich ein Zusammenhang zwischen der freien Aktivierungsentalpie der Reak-
tion und dem Aktivitätskoeffizienten des Aethanol im Lösungsmittelgemisch. 
ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ РАСТВОРИТЕЛЯ НА АМИНООЪМЕН. IV. 
ПАРАМЕТРЫ АКТИВАЦИИ РЕАКЦИИ и(2-ГИДРООКИСЪ-1-
НАФТИЛИДЕН)АНИЛИН И Н-ЪУТИЛ-АМИНА В СМЕСИ 
РАСТВОРИТЕЛЯ ЭТАНОЛ-ЪЕНЗОЛА 
ПАЯ НАДЬ—РОЗАЛИЯ ХЕРЦФЕЛЬД 
В различных температурных условиях мы проводили исследование реакции Ы(2-гудро-
окись-1-нафтилиден) анилин и п-бутил-амина в смеси растворителя этанол-бензола. Мы 
высчитали параметры активации и определяли измененя в зависимости от состава раст-
ворителя. Мы установили связь между свободной энтальпией и коэффициентом активации 
этанола в смеси растворителя. 
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A VALÓS SZÁMOK TIZEDESTÖRTKÉNT VALÓ BEVEZETÉSE 
HERBERT LUGOWSKI 
Az (5) alatti dolgozatban a nem-negatív racionális számok Q+ félteste beveze-
tésénél egy olyan strukturális leírást tárgyaltunk, amely a tanításban alkalmazott 
aritmetikán kívüli indoklást és az aritmetika belső sajátosságaiból adódó eljárást 
egyaránt tartalmazza. Ez a tanár szakmai tájékozottságát szolgálja, ami a módszer-
tani felkészültségének az alapja. Ebben a dolgozatban azt mutatjuk meg, hogy telje-
sen hasonlóan lehetséges a Q+-nak a nem-negatív valós számok R+ féltestévé való 
bővítése. Rövidség kedvéért a teljes részletezéstől eltekintünk, s csak az.elvi meggon-
dolások vázolására korlátozódunk. Megjegyezzük azonban, hogy a szükséges rész-
letbizonyítások viszonylag könnyen elvégezhetők. . 
1. Aritmetikán kívüli motiváció 
Kiindulási pontunk annak megállapítása, hogy az [5]-ben tekintett 
/ q + : 6+ - S(a — as) 
leképezés, amely Q+-t egy g egyenes egybevágó szakaszaiból álló osztályainak ter-
mészetesen rendezett S félmodulusába képezi le, s minden a(€Q+)4ioz az e—OE 
egységszakasznak az as törtszámú többszörösét rendeli, nem szürjektív. 
Ismert például, hogy az egységnégyzetnek a £ átlója itt nem fordul elő képként. 
Hogy ennek okát megmagyarázhassuk, vezessük be a rendezett halmazok elméleté-
ből a következő fogalmakat. 
Egy "rendezett (M, «=) halmazban ennek két nemüres X és X' részhalmaza egy 
{XIX') szeletpárt alkot M-ben, ha minden x£X, x'dX esetén x^x' teljesül (rövi-
den X^X'). Dedekind-szelet (röviden D-szelet) egy olyan (X/X') szeletpár, amelyre 
xnx'~0 és XUX'=M. Az s£M elem az (XlX')-nek szeleteleme, h&.X^sráX'. 
Ha s egyértelműen meghatározott, akkor ezt s^(X/X') jelöli. Az M halmazt sűrűnek 
mondjuk, ha minden olyan a, b<EM elemhez, amelyre a<b teljesül, létezik olyan 
x£A, amelyre teljesül. M-et folytonosnak mondjuk, ha M sűrű és M-ben 
minden (X/X') szeletpárnak van szeleteleme M-ben. (Megemlítjük, hogy ezzel ekvi-
valens az, hogy minden D-metszetnek M-ben van metszeteleme, ill, hogy M minden 
nemüres, felülről korlátos részhalmazának van szuprémiuma M-ben, ill. hogy M 
•minden iiemüres, alulról korlátos részhalmázának van infimuma M-ben.) 
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A geometria szisztematikus felépítésével megkövetelt Cantor—Dedekind-féle 
folytonossági axióma szerint (S, < ) folytonos halmaz; (Q+, < ) azonban nem foly-
tonos, mivel például az 
X:= {X|jc£Ö+AX2 < 2}, X':= {xUíQ+hx* > 2} 
részhalmazokból álló (X , X') szeletpárnak Q+ -ban nincs szeleteleme, így az eló'bb 
említett ¿;£S szakasz nem racionálisan mérhető. Ez motiválja Q+ -nak egy folytonos 
A számhalmazzá való bővítését, amelynek a struktúráját úgy kell megkonstruálni, 
hogy S a Q+ félmodulusból (1. [2]-t) ^-félmodulussá váljék, tehát a következő 
többszörözési szabályok teljesüljenek (a, 0€S; a,°b£A; S*=S/{0}, A*=A/{0}): 
VI a = / 3 o a a = a0 (a£A*), 
V2 a < 0 o aa < a/J (a£A*), 
V3 a(a+/?) — aa+a/?, 
V4 a = boací- ba (a£S*), 
V5 a < b o aa < bot (<x£S* 
V6 (a + b)a = aa+ba, 
V7 (a-fc)x = a(fca). 
A következőkben alkalmazzuk azt a struktúraelméleti tételt, amely szerint 
mindent természetesen rendezett folytonos A—(A, + ) félmodulus (például S) 
a következő tulajdonságokkal rendelkezik: 
1. A archimédeszi, azaz az a € A és elemekhez van olyan n£N*, amelyre 
nP=a. 
2. A osztható, azaz cc£A és n£N* elemekben létezik olyan amelyre «<!;=a; 
ennélfogva A Q+ -félmodulus. 
3. Minden a£A* elemre a Q+ot: = {ra'r£Q+} részhalmaz sűrű A-ban, azaz ha 
t]£ A, és akkor létezik olyan r£Q+, amelyre £<ra<?/ . 
2. Végtelen tizedestörtek mint mérőszámok 
Már a racionális számok tízes számrendszerbeli előállításához szükségünk 
van az a=a0, a2 ..., végtelen tizedestört fogalmára, amin egyszerűen az 
ű0, a2,... ( 0 ^ a f ^ 9 ; / S l ) természetes számok egy sorozatát értjük. Az összes 
(9-es periódus nélküli) végtelen tizedestörtek halmazát R+ jelöli. Ismert, hogy minden 
törtnek egy osztási algoritmussal megfeleltethetünk egy 
D[~n) = a°' fll-aibi. — bk€R+, 
szakaszos tizedestörtet és a D: Q+—R+ — D j leképezés injektív, továbbá 
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ha et azonosítjuk D\—-nel, akkor Q+ beágyazható R+ -ba. Minden a£R+ n \n ) 
tizedestörthöz van egy 
= (» = 0 , 1 , . . . ) 
alsó közelítő tört, és egy 
= + (n = 0 , 1 , . . . ) 
felső közelítő tört. Ezt így jelöljük: a^(s js ' n ) . 
Érvényesek a következők: 
1. (monoton növekvő sorozat), 
2. . . .^ íá—^í—^ó (monoton csökkenő sorozat), 
3. s„<s'm minden n,m-re; 
4. minden t£ Q\ -hoz létezik olyan sn és s'n, hogy s'„—sn~zt. 
AÍZ (sn) és az (s'n) sorozatok tehát egy szeletpárt alkotnak g-ban, és az aG ön-
esetben ennek a szeletpárnak egyetlen szeleteleme az a, erre tehát mint egyetlen Q+ -
beli elemre teljesül 
V« s'n), 
és ezzel S-ben mint Q+ -félmodulusban az a£S elemre 
( * ) V" ( s „ a s a a s 4 
Megmutatható, hogy ez általánosítható úgy, hogy minden y£S szakaszt egy tet-
szőleges a £ S szakaszra nézve egy egyértelműen meghatározott a£R + tizedes-
törttel mérjünk: 
(2a) tétel. 
S\/y£S3UaZR+Vn£N (s„a y S s'na). 
Megfordítva, minden a€S*-hoz és minden a£R+ -hoz pontosan egy y£S 
létezik, amely minden n-re kielégíti a következő egyenlőtlenséget: 
(2b) tétel. 
V a £ S \ / a £ R + 3 y £ S \ / n £ N (snoc ^ y S s » . 
Ennélfogva y az S-beli (j„a) és (s'nct) sorozatból képezett szeletpárnak egyértel-
műen meghatározott szeleteleme; ezért ezt röviden így írjuk: y=(snals'na.) és y-t 
az a elem a-szorosának nevezzük; 
(2c) definíció. 
y = aa. a ^ (sjs'n)^y Q; (s„a/.<a). 
(2a) és (2b)-ből, valamint az S-beli összeadás monotonitásából közvetlenül 
következik a V4 és V3 és ezzel együtt a V2 és VI is. A ( * ) képlet a£ Q+ -ra vonatko-
zóan azt mutatja, hogy a (2c)-ben definiált operátorszorzat Q+((zR+)-ra ugyanaz, 
mint korábban. Ezzel kapjuk a következő tételt: 
(2d) tétel. Az fR+: R+--R+S— S (a*-+as) leképezés bijektív és az fQ+ leképezés 
kiterjesztése, tehát a számegyenes pontjaihoz kölcsönösen egyértelműen rendelhetők az 
R+ -beli végtelen tizedestörtek. 
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3. R+ rendezése 
Célunk az R+ -ban egy rendezés bevezetése, amely kielégíti V5-öt. Ehhez elő-
ször (a 0+ -beli, ill. Q-beli eljárásához hasonlóan) az aa<bct. állítást írjuk le az 
a=a0, b=b0, bx b2, ...€/?+ segítségével. 
(3a) tétel. 
(i) atx<ba<*3n (a0 = b0, ...,an.1 = bn.1, a„<b„), (a 0). 
Ez a tétel aritmetikán kívüli motivációt nyújt az R+ -beli rendezéshez. 
(3b) definíció. 
(j) a < f > : < » 3 n (,a0 = b0,...,a„.1 = bn.1,an<b„). 
így kapjuk a következőt: 
(3c) tétel. A (j)-ben definiált reláció irrefiexív rendezési reláció R+ -ban, amely 
iín. lexikografikus rendezés, és a Q+ -beli rendezés kiterjesztése. 
(3d) következmény. S-ben R+-ra vonatkozóan teljesül V5, azaz azfR+ leképezés 
rendezéstartó. 
(3e) tétel. R+ folytonos halmaz, amelyben Q+ sűrű. 
(3X) kiegészítés. Az R+-ban minden a^sjs'n) tizedestört az (sn) és (s'n) soroza-
tokból ill. közelítő törtjeiből képezett szeletpámak egyértelműen meghatározott szelet-
eleme: a= (sjs'n)-
A (3c)—(3f) állítások bizonyítása közvetlenül adódik (3a)-ból anélkül, hogy az 
aritmetikán kívüli (S, < ) tartomány megfelelő tulajdonságait átvisszük (R+ , -=)-ra. 
Ezeket az állításokat — aritmetikán kívüli eszközöktől függetlenül — szeretnénk 
aritmetikán belüli felépítés céljából megkapni, ami némi fáradsággal (különösen (3c)-
re tekintettel) lehetséges is. Ez a megállapítás azért különösen jelentős, mert ezáltal R+ 
előállítása során tisztán halmazelméletileg egy folytonos halmazt konstruálunk, míg 
S-nek a folytonossága egy geometriai axióma. 
Teljesség kedvéért (R + , <)-nak mint a ((?+, <)- t tartalmazó folytonos halmaz-
nak algebrai jellemzéséhez egy megjegyzést kívánunk fűzni. 
(3g) tétel. A <2+ -t tartalmazó folytonos A halmazra a következő állítások ekvi-
valensek: 
1. (A, <) izomort (R+, <)-val. . 
2. A az R+ -t tartalmazó minimális folytonos halmaz. 
3. A-nak nincs maximuma, és Q+ sűrű A-bari. 
4. Mindegyik a (£^4) elem egy Q+-beli (XjX')(z D-szeletnek szeleteleme, és 
mindegyik Q+ -beli D-szeletnek pontosan egy szeleteleme van A-ban. 
5. Mindegyik a(£A) elem Q+ nemüres részhalmazainak szupremumaésinfimuma. 
4. Összeadás és szorzás R+-ban 
Célunk olyan összeadás és szorzás bevezetése R+ -ban, amelyik V6-ot és V7-et 
kielégíti. E célból először az aa+bat és a(ba) kifejezéseket írjuk le: 
(4a) tétel. Legyen a^(sjs'n) és b tJQ. Érvényesek a következők: 
(ii) aa+ba = cct c = (sn + tjs'„+t'n), 
(iii) a(ba) =d =>d = {s„-tJs'm-Q. . . . 
191 
Ennek a tételnek a bizonyításánál és a későbbiekben is a nehézségek abban 
mutatkoznak meg, hogy bár az 
(8,-1-0« (s'„+t'„)a, ( s „ í > ^da^ (s'„Q* 
állításokat rögtön megkapjuk, azonban J„+/„ és s'„+t'„, ill. snt„ és s'nt'n nem szükség-
képpen egy tizedestörtnek közelítő törtje, amiért c ill. d egyértelműségét (2b)-től 
függetlenül kell igazolni. Hasznos segédeszközként vezessük be ehhez az általánosított 
szelet fogalmát: 
(4b) definíció. Egy (X/X') szeletpárt általánosított szeletnek (F-szeletnek) ne-
vezünk Q+ -ban, ha mindegyik í (£g* )-hez léteznek olyan x£X és x'dX' elemek, 
amelyekre O^x'—x-^t teljesül. 
(4c) következmény. 
1. (sjs'n) egy V-szelet Q+-ban, 
2. Mindegyik Q+-beli V-szeletnek van pontosan egy szeleteleme R+-ban. 
3. Ha (X/X') és (Y/Y') Q+-beli V-szelet, akkor (X+X'/Y+Y') és (XY/X'Y') 
is az. 
Ezek az állítások nagyobb nehézségek nélkül következnek, és adják (4a) bizo-
nyítását, ugyanakkor az R+ -beli összeadás és szorzás aritmetikán kívüli motivációját 
szolgáltatják: 
(4d) definíció 
(jj) a + b^(sn+tjs'tt+t'„), 
(jjj) a-b ^(sJJs'X). 
(4e) tétel. A (j)—(jjj) definíciók alapján kapjuk a Q+-nak egy természetesen 
rendezett folytonos R +=(/?+,-=,+,-) féltestbővítését. 
A (4e) bizonyítása azt az előzetes meggondolást igényli, hogy ( j j ) és ( j j j ) függet-
len attól, hogy az a, b szeletelemet mely K-szeletből választjuk. A bizonyítás azonban 
nagyon aprólékos és természetesen tisztán aritmetikai. Egyébként az iskolai hely-
zetre való tekintettel itt előforduló aritmetikán kívüli motivációt a megszokott módon 
tisztán aritmetikaivá alakíthatjuk, miközben a következő struktúratételt mondjuk ki. 
(4g) tétel. Legyen A egy természetesen rendezett folytonos féltest, amely tartal-
mazza Q+-t. Ekkor 
(p: R+ A (a (sjs'„) ^ a ^ (sJs'S) 
bijektív leképezés, amely Q+-t azonosan képezi le, és érvényes: 
(i) a*<b* o 3n (a0=b0,..., a„-t = é„_„ a„-=&„), 
(ii) a* + b* ^(sn+tjs'„+t'n), 
(iii) a*-b* ^(sn-tjs'n-t'n). 
A bizonyítás hasonlóan végezhető el, mint a (3a), (4a) tételnél, ha a£ S helyett 
az 1 €A elemet tekintjük. 
Végül az R+ -nak algebrai jellemzését adjuk: 
(4h) tétel. Az A—(A, +, •) struktúrára az alábbiak ekvivalensek: 
1. A izomorf R+-szal; 
á. A a Q+-t tartalmazó minimális folytonos féltest; 
3. A a Q+-t tartalmazó rendezett féltest, amelyre (A, <) a (Q+, -=)-í tartalmazó 
minimális folytonos halmaz; 
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4. A természetesen rendezett folytonos féltest, amely tartalmazza Q+-t; 
5. A minimális folytonos féltest; 
6. A természetesen rendezett, folytonos féltest. 
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ZUR EINFÜHRUNG DER REELLEN ZAHLEN ALS DEZIMALBRÜCHE 
H. LUGOWSKI 
Im dem vorhergehenden Artikel [5] erfolgte eine strukturelle Beschreibung der außerarith-
metischen Argumentation im Schulunterricht und des innerarithmetischen Vorgehens bei der Ein-
führung des Halbkörpers 0 + der nichtnegativen rationalen (gebrochenen) Zahlen. Wir zeigen, wie 
sich die Erweiterung von Q+ zum Halbkörper R+ der nichtnegativen reellen Zahlen unter völlig 
analogen Gesichtspunkten vollziehen läßt. 
ВВЕДЕНИЕ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ К КАЧЕСТВЕ 
ДЕСЯТИЧНЫХ ДРОБЕЙ 
ГЕРБЕРТ ЛУГОВСКИ 
В работе под (5) при введении полутела не-негативных рациональных чисел мы рас-
матриваем такое структурное описание, которое в одинаковой мере содержит как аргумен-
тацию за пределами арифметики, так и метод, вытекающий из внутренних свойств ариф-
метики, использующеся в процессе преподавания математики. В данной работе мы показы-
ваем, что совершенно аналогичным образом возможно расширение <3+ в полутело не-не-
гативных действительных чисел. 
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A HIPERBOLIKUS PARABOLOID EGY SZÁRMAZTATÁSI 
LEHETŐSÉGÉRŐL 
MISKOLCZI JÓZSEF 
Ismert a hiperbolikus paraboloid (nyeregfelület) alábbi előállítási módja: 
1. Válasszunk két merőleges síkú és ellentétes tengelyirányú parabolát, és ennek 
egyikét rögzítsük, s a másikat úgy mozgassuk, hogy síkjának állása és tengelyének 
iránya változatlan maradjon, csúcspontja pedig a másik parabolát írja le. A mozgó 
parabola által generált felületet hiperbolikus paraboloidnak nevezzük. Ugyanazon 
nyeregfelülethez jutunk, ha a két parabola szerepét felcseréljük. 
Ha megfelelő koordináta-rendszert választunk, akkor minden hiperbolikus 
paraboloid egyenlete 
xt yt 
alakú. A rögzített és a mozgatott parabola paramétere a2(=/>) és b2(=p'). 
2. Ha adva van az , a2 kitérő egyenespár és egy ezeket metsző /? sík, akkor az 
üi ,a2 kitérő egyenesek /? síkkal egyező állású tranzverzális egyenesei hiperbolikus 
paraboloidot alkotnak. 
Bevezetjük a következő jelöléseket: ^ka^.—^ és a2 kitérő egyenespár; 
b\\P :=b egyenes egyező állású a /? síkkal. 
1. ábra 
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Legyen az â Xâ  kitérő egyenespárral a fenti módon generált nyeregfelület. 
Ugyanezen 0 felülethez jutunk el abban az esetben is, ha a b típusú egyenessereg 
bármely párjának az a (—ax vagy Haj) síkkal egyező állású tranzverzális 
egyenesseregét tekintjük. (Az ax és a2 is ezen sereghez tartozik.) Az „a" és „b" típusú 
egyenesek alkotják a hiperbolikus paraboloid jól ismert két alkotóseregét, amelyekhez 
az 1. generálási mód során is eljuthatunk.. 
Célszerű a későbbiek miatt az alábbi definíciókat megadni: Az a és fS síkkal 
egyező állású síkokat iránysíkoknak nevezzük. Aza 0 , b 0 egyenesek a <£ nyeregfelület 
csúcsalkotói : = a0 |(a0 J-OA(a0l|a); K\ ±-t)Hb0W), ahol t-af)P, és a0 az ,,a'' 
seregbeli, b0 a ,,b" seregbeli elem. A nyeregfelület csúcsa : = a0C\b0—C. A nyereg-
felület t0 tengelye : = ?0|(í0IIOA(Cg/0). Az <x0, fi0 érintő síkok : =a0=(ű0xf0);/?„= 
= (b0xto). Az utolsó definíció szerint tehát a végérintő síkok speciális helyzetű 
iránysíkok. 
3. Szokás a hiperbolikus paraboloidot páronkénti kitérő három, egy ugyanazon 
síkkal párhuzamos egyenesek segítségével is származtatni. A nyeregfelületet az emlí-
tett egyenesek tranzverzális egyenesei generálják. Ez a származtatási mód lényegében 
nem különbözik a 2. generálási módtól. Ezt akkor használjuk, ha a nyeregfelülethez 
az egyköpenyü hiperboloid származtatási módjának speciális eseteként akarunk el-
jutni. Ui. ha páronként kitérő három egyenes nem párhuzamos egy és ugyanazon 
síkkal, akkor a három egyenes tranzverzális egyenesei egyköpenyü hiperboloidot 
alkotnak. 
A következőkben a hiperbolikus paraboloid egy újabb generálási lehetőségét 
mutatjuk be. Ez a származtatás analóg azzal, ahogyan ellipszoidot a gömbfelület 
felhasználásával előállítjuk, vagy ahogy minden el nem fajuló másodrendű felületet 
— a nyeregfelület kivételével — a megfelelő forgásfelület segítségével generálunk. A 
generálás ismertetése előtt két tételt bizonyítunk, majd minden hiperbolikus para-
boloidhoz hozzárendelünk egy-egy tetraédert. 
1. Tétel. Két kitérő egyenestől egyenlő távolságra levő pontok halmaza olyan 
hiperbolikus paraboloid, amelynek végérintő síkjai merőlegesek egymásra. 
Nevezzük ezt a felületet a két kitérő egyeneshez tartozó hiperbolikus paraboloid-
nak. 
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Bizonyítás. Legyen a két kitérő egyenes e és / . Jelölje d(eXf) a két kitérő egye-
nes távolságát. Válasszuk meg a koordináta-rendszert úgy, hogy a z tengely illeszked-
jen e,f egyenesek normáltranzverzálisára, a koordináta-rendszer 0 kezdőpontja az e 
egyenesre, az x tengely pedig az e,f egyenesek egyik szögfelező síkjára; (3. ábra) 
P!x,y.z) 
3. ábra 
Az ábrán az / egyenesnek az xy síkra vetett merőleges vetületét / , a z tengellyel 
való metszéspontját z0 jelöli. Az xy síkban az m meredekségű e egyenes egyenlete: 
m 
•x = 0, 
az / egyenlete: 
/ m a + l / m 2 + 1 
v m 
- + , x = 0 
/ m 2 + l j/m2 + l 
alakban írható. - ' 
a) Ha egy tetszőleges P(x,y, z) pontra teljesül, hogy d(Pe)=d(Pf), akkor 
m 
Ím2-fl im'+X 
mivel d{eXf)>0, ezért 
xj+z* = j 
2zz0—z0 — 
/m2 + l (W+l (1) 
4 m 
m2 + l 
2 m 
2 z 0 ( r o 2 + 1 ) 
(2) 
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így azt kaptuk, hogy a tétel feltételeinek eleget tevő pontok olyan nyeregfelületre 
illeszkednek, amelyeknek csúcspontja C(0, 0, -y) , végérintő síkjai: xz és yz, s 
ezek merőlegesek egymásra. 
b) Látható, hogy a (2) egyenletet kielégítő (x,y,z) pontok kielégítik az (l)-et 
is, azaz egyenlő távolságra vannak az e,f egyenesektől. 
2. Tétel. Minden olyan 4>s nyeregfelülethez, amelynek a végérintő síkjai merőle-
gesek egymásra, található legalább egy olyan kitérő egyenespár, amelyhez tartozó 
hiperbolikus paraboloid a 
Bizonyítás. Minden olyan hiperbolikus paraboloid, amelynek végérintő síkjai 
merőlegesek egymásra 
x2 v2 
alakú. Forgassuk el a (3) alatti nyeregfelületet a z tengely körül pozitív irányban 45°-
kal, majd alkalmazzunk Ozü vektorú eltolást. A transzformált nyeregfelület 
egyenlete (az eredeti x,y,z koordináta-rendszerben) 
(4) 
alakú lesz. A (4)-et (2)-vel összevetve adódik, hogy 
1 2 m 
,2 z 0 (m 2 + 1 ) 
(5) 
Ezt az eredményt és a 2. tétel bizonyítása során alkalmazott gondolatmenetet figye-
lembe véve azt kaptuk, hogy minden (3) alatti nyeregfelülethez végtelen sok olyan 
eXf pár található, amely mindegyike hozzátartozik a <PS hiperbolikus paraboloidhoz, 
azaz a kapott kitérő egyenespárok bármelyike generálja -t. 
Tekintsük az 1. pont alatt megadott generáló parabolákat az 1. ábrán látható 
helyzetben. Mindkét parabola síkjában a fókuszokon keresztül állítsunk merőleges 
egyenest a tengelyre. Jelöljük az egyeneseknek a parabolával való metszéspontjait az 
xz síkban A és 5-vel, az yz síkban C és D-vel. Az ABCD pontnégyes egy tetraédert 
határoz meg, amelyet nevezzük a $ nyeregfelülethez tartozó tetraédernek. 
Legyen AXBÍC^I a az A2B2C2D2 tetraéder pedig a nyeregfelülethez 
tartozó tetraéder. Az A1—A2, B1-^B2, C2 , D1~-D2 kikötésekkel megadott íj/ 
affinitás a <&! felületet leképezi a <P2 felületre. 
Az eddigiek alapján most már látható, hogy bármely 
• a2 b2 2 
hiperbolikus paraboloidhoz eljuthatunk úgy is, hogy előbb egy e,f kitérő egyenes-
párhoz generálunk egy <?>s típusú felületet, majd ezt a felületet a <Z>S és <í-hez tartozó 
tetraéderek által meghatározott affintranszformációval átvisszük 4>-be. 
Befejezésül megemlítjük azt a nyilvánvaló tényt, hogy minden hasonló egy-
máshoz. Ebből viszont az következik, hogy minden 4^-hez tartozik olyan generáló 
eA/-pár, amelyekben szereplő egyenesek merőlegesek egymásra, s az egyik egyenes 
az 1. alatt megadott generáló parabolák egyikének a fókuszára, a másik egyenes a 
másik parabola fókuszára illeszkedik. 
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ÜBER EINE ERZEUGUNG DES HYPERBOLISCHEN 
PARABOLOIDS 
J. MISKOLCZI 
Der Verfasser stellt eine ähnliche Erzeugungsmöglichkeit des hyperbolischen Paraboloids 
dar, wie das Ellipsoid mit Hilfe der Kugelflache erzeugt wird, oder wie alle nichtausgearteten Flä-
chen zweiter Ordnung — mit Ausnahme der Sattelfläche — mit Hilfe einer entsprechenden Dre-
hungsfläche erzeugt werden. 
ОБ ОДНОЙ ВОЗМОЖНОСТИ ПРОИСХОЖДЕНИЯ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ПАРАБОЛОИДА 
ЙОЖЕФ мишколыда 
Автор в своей работе указывает на такую генеральную возможность гиперболического 
параболоида, являющейся аналогичной лой, с помщью которой выводится эллипсоид с ис-
пользованием вращения поверхности шара или же-как и юбую вырожденную поверхность 
второй степени — за исключением седловой поверхности — мы генерализуем с помощью 
соответствующей поверхности вращения. 
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A G-MINTAFÜGGVÉNYEK FUNKCIONÁLIS TELJESSÉGE, 
HA Q RENDEZÉS 
VÁRMONOSTORY ENDRE 
1. Ebben a dolgozatban az alaphalmaz mindig egy véges, részben rendezett 
halmaz, amelynek van legnagyobb és legkisebb eleme. Azt vizsgáljuk, hogy az alap-
halmazon értelmezett összes függvény eló'állítható-e bizonyos függvényekből, az 
identikus és konstans függvényekből. 
Az előző két dolgozat is hasonló problémákkal foglalkozik. Most a lineáris 
rendezésre vonatkozó eredmények egy részét általánosítom rendezésre. 
Az alaphalmaz legyen: H={0, elt ..., n— 1}, ahol w>2. 
Egy k változós /függvényt Q-mintafüggvénynek nevezünk, ha: 
a) bármely ..., xk) esetén f(x1, ..., xk)=Xi (l^i^k), 
b) valahányszor (xx, ..., xk) és (v l 5 . . . , Y K ) azonos mintájúak Q-ra nézve, 
(azaz minden (i,j) párra XjQXjOyiQy •) mindannyiszor f(ylt...,yk)=yi-
A H halmazon értelmezett /függvényt funkcionálisan teljesnek nevezzük, ha belő-
le, a projekciókból és az egyváltozós konstans függvényekből összetett függvényként 
a H-n értelmezett összes függvény előállítható. 
Fried és Pixley [l]-ben bizonyította, hogy a H-n értelmezett 
függvény függvényteljes. Ezt a függvényt nevezzük duális diszkriminátomak. 
Hasonlóan a Pixley-féle ún. diszkriminátor is függvényteljes a H halmazon: 
Az előbbi két függvény g-mintafüggvény, ahol a Q egyenlőségreláció. 
Szükségünk lesz az alábbi ún. kifejtési tételre: (Wille [4], Werner [5]). 
Ha A és \/ olyan kétváltozós műveletek H-n, hogy minden a(£fí)-ra teljesül 
aAl = a, aAO—O, ay0=a—0\/a, akkor a 
ha x = y, 
ha x y 
ha x = y, 
ha x y. 
{ A , V, Xo> Xi> •••> Xn-1> co> c i> •••» cn-i} 
halmaz teljes, ahol 
1, ha a = i. 
0 különben ( O S i S H - 1 ) . 
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f(x,y,z) = {' 
Most vizsgáljuk meg a duális diszkriminátor megfelelőjét, ha az egyenlőség 
reláció helyett rendezési relációt írunk. 
1. Tétel. Ha adott egy ^ rendezési reláció a H halmazon, akkor az 
\x, ha jCSJÍ, 
. z különben 
függvényteljes. 
Bizonyítás. Legyen xt\y=f(fi,y,x). Ekkor teljesül a következő: aA0=0. 
at\ex=a minden ű(£//)-ra. 
Ha x\jy=f(x, y, y) akkor 0 y a = a = a\jO minden a(£H)-ra. Az ű=0-ra 
definiáljuk a x„(x) karakterisztikus függvényt következőképpen: 
Xo(x)=f{e1, / ( 0 , / ( 0 , x , e j , « - 1 ) , 0) . 
Ha 1 akkor a jfa(x) karakterisztikus függvény a következő lesz: 
Xaix) = / ( 0 , / ( / ( a , 0), f(f(x, a, n-1), a, n-1), 0), e
t
). 
Az a—n— 1 esetén a Xa(x) karakterisztikus függvény definíciója: 
L - i W = / ( 0 , /(/(/(*, n-1, 0), « - 1 , 0 ) , 
2. 7e7e/. Legyen adott a i / halmazon a s rendezési reláció, akkor az 
' z, ha x s 7, 
L y különben 
függvény függvényteljes a H halmazon. 
Bizonyítás. Ha xyy=f(x,y,x), akkor a\j0=a=0ya minden a(£H)-ra. 
Legyen 
/ C ^ / (^»0, j ) , 0), ha x = 0 és y tetszőleges, 
xA y= f ( x , elt y), ha x = ex és y tetszőleges, 
:/(<?i> f(y,et, x), Ö), ha x 0, * e\ és: > féí£2$fegősv 
Ekkor teljesül aA&=ű, ahex=a míndéű ö (£#)- ra . 
A Xa(x) karakterisztikus függvény definíciója: 
Ha a=0, akkor 
?Ax) = / ( / (« ! • , 0), f ( x , f(xT / ( & / ( % , x, 0), e^,, 0), 0), 0>. 
Ha a=eÍT akkor: 
X e i ( x y = f ( f ( e t , x , Ö),x,0} 
Ha n— 1 > ű > 0 és a^ey, akkor: 
XÁx) = f ( f ( a , / (« i , ...,f(a-\,f(f(a,x,0), x,n-\),n-\), re-1)„0}, 0), 
Ha a=n— 1, akkor: 
X
n
-1 (*) = / ( / f o , f(x, rí-Ü, e i), 0), 0). 
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Megjegyzés. 
A H halmazon értelmezett g-mintafüggvények között van olyan függvény, amely 
nem függvényteljes, ha Q rendezési reláció. Tekintsük például az 
jx, ha x ^ y , 
f ^ y ) = \ y különben 
függvényt. Ez nem függvény teljes, ugyanis nem állítható elő belőle a projekciókból 
és a konstansokból olyan egyváltozós g(x) függvény, amelyre g(n—1)=0. 
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DIE FUNKTIONELLE VOLLSTÄNDIGKEIT VON 
ß-MUSTERFUNKTIONEN, WENN Q EINE ORDNUNG IST 
ENDRE VÄRMONOSTORY 
Eine /-Funktion mit k-Veränderlicher nenne wir eine Q-Musterfunktion, wenn 
a) für jedes ( x l t . . . , xk) g i l t f ( x l t . . . . xk)=x, (1 s i ' s fc ) und 
b) sind ..., xk) und (yiy • • •, >"k) gleichmustrig in Bezug anf Q (d.h. für jedes Paar (i,j) :x,gxj 
(^)ytQyj), so g i l t /0>i , . . . ,y k )=y , . 
Es wird bewiesen, dass gewisse in der Arbeit definierte Funktionen in jeder endlichen teilwe-
ise geordneten Menge, die eine kleinste und eine grösste Element hat, funktionell vollständig sind. 
ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ ПОЛНОТА Д ТРАФАРЕТНЫХ ФУНКЦИЙ 
ЕСЛИ Е ПОРЯДОК 
Функцию / о т к переменных мы называем в- трафаретной функцией если: 
а) три любых (хг,..., хк) имеет место / (х1 хк)=х, 
и 
б) зависит от (* ! , . . . , хк) таким образом что /(уг,..., ук)=у> тем же г каждый раз когда 
, (у1,...,ук) одинакового тила относительно отнощения д (т.е. для каждой пары 
х1ех,(=)у1у,). Автор в работе наказывает, что на каждом конечном, частичном упорядочен-
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